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Ce document regroupe les exercices que j’ai pu donner en colle en classe préparatoire ECG2
maths appliqués lors de 'année scolaire 2023-2024, a 'E.N.C Bessiéres. Ces exercices sont issus
de réflexions personnelles, de livres, de recherches sur internet, mais aussi et surtout du travail de
Frédéric Gaunard, que je remercie grandement. Des erreurs se sont certainement glissées dans ce

polycopié, n’hésitez pas & m’en faire part.
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Premiére partie

Probabilités




1 PROBABILITES D’EVENEMENTS

1 Probabilités d’événements

Exercice 1

Montrer que, si C' et D sont deux événements d’un méme espace probabilisé, alors
P(CUD) < P(C)+P(D).

En déduire que, si (A4;) est une suite d’événements du méme espace, alors, pour tout

n € N*,
> P(A) =P (U AZ) .
=1 =1

Exercice 2

On se donne deux dés non truqués a 6 faces, l'un est bleu et ’autre est rouge. Considérons
les événements

A = { le résultat du dé rouge est impair }
B = { le résultat du dé bleu est impair }

C = { la somme des deux dés est impaire }.

1. Montrez que les événements sont deux & deux indépendants.

2. Les événements sont-ils mutuellement indépendants ?




2 VARIABLES ALEATOIRES

2 Variables aléatoires

2.1

Lois usuelles
Exercice 3

Donner la définition, 'interprétation, I’espérance et la variance d’une loi binomiale B(n, p).
Ecrire une fonction python simulant cette loi & partir de la commande np.rand ().

Exercice 4

Donner la définition, 'interprétation, ’espérance et la variance d’une loi géométrique
G(n, p). Ecrire une fonction python simulant cette loi & partir de la commande np.rand().

Exercice 5

Donner la définition, 'interprétation, ’espérance et la variance d’une loi de Poisson P(\).
Ecrire une fonction python simulant cette loi & partir de la commande np.rand().

Exercice 6

Soit 0 < p < 1, et soit X une variable aléatoire discréte sur N* suivant une loi géométrique
de parameétre p.

1. Montrer que
Vn,keN, PX>n+k|X>Ek)=P(X >n).

Une telle loi est dite sans mémoire.

2. Montrer que la seule loi discréte sans mémoire est la loi géométrique.

Exercice 7

Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X suit une loi de Poisson
de parameétre A > 0, et Y suit une loi de Poisson de paramétre p > 0.

1. Quelle est la loi de X +Y 7




2 VARIABLES ALEATOIRES

2.2

2. Soit n € N. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant X +Y = n.

Exercice 8

Soient X et Y deux v.a. indépendantes de méme loi géométrique de parameétre p. Montrer
que min(X,Y) — G(1 — (1 — p)?).

Indication : Deux variables aléatoires discrétes X et Y sont dites tndépendantes si et
seulement si pour tout (i,7) € X(Q) x Y (),

On commencera par calculer P(X > k), puis, notant Z = min(X,Y), P(Z > k) et on
utilisera le fait que,

P(Z=k)=P(Z > k)—P(Z > k+1).

Exercice 9

Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parameétre p. La valeur ren-
voyée par X a-t-elle plus de chances d’étre paire ou impaire 7 Quelle réponse élémentaire
aurait-on pu proposer si p = 1/27

Modélisation

Exercice 10

Une urne contient b boules blanches et r boules rouges indiscernables au toucher (r et b
sont deux entiers naturels dont au moins un est non nul). On tire au hasard une boule
dans l'urne. Si elle est blanche, on arréte. Si elle est rouge, on la remplace dans 1'urne
par une boule blanche, et on répéte le protocole de tirage jusqu’a obtention d’une boule
blanche. On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.
1. On suppose dans cette question seulement que b = 2 et r = 3.
(a) Modéliser cette expérience a 1’aide d’un arbre pondéré.
(b) Quelles sont les valeurs prises par X ?

(c) Déterminer la loi de probabilité de X et son espérance E[X]. Interpréter la
valeur de E[X].
2. (a) Que simule la fonction Python suivante ?

def tirage(r,b):




2 VARIABLES ALEATOIRES

d=random.randint (1,r+b)
if d>b:

return 1
else:

return 0

(b) Ecrire une fonction simulX(r,b) qui simule la variable aléatoire X (on pourra
utiliser la fonction précédente).

¢) Faire un diagramme & batons de la variable X pour un échantillon de taille
g

3. (a) On se place toujours dans le cas général, et on note pour tout entier n > 0,
A, I'événement "la m-iéme boule tirée est rouge". Donner l’ensemble 2 des
valeurs prises par X et, pour k € €, exprimer ’événement (X = k) en fonction
d’événements liés aux événements Aq, ..., Ag.

(b) En déduire la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Exercice 11

Soit p €]0; 1[. On dispose d’une piéce de monnaie qui améne Pile avec la probabilité p, et
Face avec la probabilité 1 — p. On lance la piéce jusqu’a obtenir pour la seconde fois Pile.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de Face obtenus au cours des lancers.

1. (a) Déterminer P(X = 0) et P(X =1).
(b) Plus généralement, déterminer la loi de la variable aléatoire X.

(c) Verifier que
+oo
Y P(X=k)=1
k=0

2. Que peut-on dire de I’événement " on n’obtient jamais deux Pile au cours d’une
infinité de lancers de la piece "7

3. Montrer que la variable X admet une espérance et la calculer.

4. Compléter le code Python ci-dessous afin qu’il affiche une réalisation de la variable

X
def simul X(p):
n_pile=0
n_lancers—1
while
if
return




VARIABLES ALEATOIRES

2.3

Exercice 12

A un péage autoroutier n voitures franchissent au hasard et indépendamment 'une des
trois barriéres de péage mises 4 leur disposition. On note X1, X9, X3 les variables aléatoires
dénombrant les voitures ayant franchi ces barriéres.

1. Déterminer la loi de X7, écrire une fonction python simulant Xj.
2. Calculer les variances de X1, Xs et de X7 + Xo.

3. En déduire la covariance de X7 et Xs.

Exercice 13

On reéalise une suite de lancers indépendants d’une piéce ayant la probabilité p €]0, 1 de
tomber c6té Pile. On note X la longueur de la premiére série de lancers identiques et Y
la longueur de la seconde série. Par exemple, les successions de lancers PPFFFP. . . et
FFPPPF. . . correspondent & X =2et Y = 3.

1. Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y"). La simuler avec une fonction python.

2. Calculer les espérances de X et Y et comparer celles-ci.

Complément

Exercice 14

Soit n > 1. Considérons une variable aléatoire X a valeurs dans N de loi vérifiant
nk—1
(n+ 1)k+1°

Déterminer P(X = 0).

Exercice 15

Soit X une variable aleatoire finie telle que X (2) = [1,n]. Montrer que

n—1

E[X] =) P(X > ).
§=0
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Exercice 16

1. On rappelle que la commande Python np.prod(liste) renvoie le produit des com-
posantes de la liste prise en argument. Ecrire une fonction Python d’en-téte def
c¢_ bin(n,k) : qui prend en argument deux entiers naturels n et k et renvoie le

coefficient binomial

2. Soient m, n deux entiers naturels non nuls et p un autre entier naturel tel que
p < met p < n. Justifier, & I'aide d'un argument de dénombrement, que

S0 ()

3. On considére un espace probabilisé (2, A,P) et on définit Z : @ — R par la

formule, pour k € [0, p],
ey
P(Z =k) = u
n
()
A T'aide de la formule (x), vérifier que Z définit bien une variable aléatoire. Une
telle variable est dite hypergéométrique et on notera

p
Z —>H (p, E, ’I’L) .
4. (a) Montrer que, pour tout k € [1,p], on a :
p p—1
k = .
()= ()

(b) En déduire, toujours a 'aide de (%), que

- (1) i)

Exercice 17

1. Rappeler la définition d’une fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle.
2. Soit F' une fonction de répartition. On appelle fonction de quantile la fonction
F<:11]0,1] — R
u > inf{z: F(z)> u}.
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Montrer que si U est de loi uniforme sur |0, 1[, alors F* (U) a pour fonction de
répartition F.

3. Simuler, a partir d’une loi uniforme sur [0, 1], une variable aléatoire de loi expo-
nentielle de paramétre 1 (ie une variable aléatoire de densité f(z) = e "Ljg 4 oo[()
pour z € R).

Exercice 18

Soit s > 1. Soit X une variable aléatoire & valeurs entiéres, de loi définie par

ot ¢(s) = 32t n~%. On note (px)r>1 la suite croissante des nombres premiers. Notons
enfin Ay ’événement "X est divisible par pg".

1. Calculer P(Ay) et étudier 'indépendance des Ay.
2. En déduire 'identité d’Euler

Exercice 19

Soit X, Y deux variables aléatoires & valeurs aléatoires dans N* telles que
e pour tout n € N*, P(Y =n) > 0,
% sik < n,

0 sinon

e pour tous k,n € N*, P(X =k|Y =n) = {

1. (a) Soit U,V,W des variables aléatoires a valeurs dans N* telles que pour tous
entiers k,n > 1, P(W =n) > 0 et P(U = k|W =n) = P(V = k|W = n).
Montrer que U et V suivent la méme loi.

(b) Monter que les variables aléatoires X et Y 4+ 1 — X suivent la méme loi.

2. Supposons que X suit une loi géométrique de parametre p €]0, 1[. Montrer que les
variables aléatoires X et Y + 1 — X sont indépendantes.

10
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Exercice 20

On considére, dans cet exercice, deux variables aléatoires X et Y (définies sur le méme
espace probabilisé qu’on ne précise pas ici) a valeurs dans N. On suppose, pour tout
Pexercice, que, pour tout n € N; P(X =n) > 0 et que la loi conditionnelle de Y sachant

[X = n] est la loi uniforme U([0, n]).
+oo
1. Etablir que, pour tout k € N, P(Y = k) = Z Pix—n)(Y =k)P(X =n).
n=~k

2. Montrer, sans déterminer explicitement leurs lois, que X —Y et Y suivent la méme
loi.
3. A T'aide de la Question (1), montrer que, pour tout k € N, on a P(Y = k) =
+00
1

Zn+1P(X=”)-

n=~k

4. On suppose, dans cette question que Z =Y + 1 suit une loi géométrique de para-
meétre p €]0; 1[.

(a) Calculer, pour k e N, P(Y =k) - P(Y =k +1).

(

)
b) En déduire la loi de X.
(c) Vérifier que X admet bien une espérance et la calculer.
(d)
(e) En déduire la valeur de cov(X,Y).

Montrer que X — Y et Y sont indépendantes.

11



3 COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES

3 Couples de variables aléatoires

Exercice 21

On tire simultanément deux boules dans une urne contenant 4 boules indiscernables au
toucher et numérotées de 1 & 4. On note U le numéro de la plus petite boule, et V le
numéro de la plus grande boule. Déterminer la loi conjointe de (U, V'), puis les lois de U
et de V.

Exercice 22

On dispose de n boites numérotées de 1 & n. La boite k contient k£ boules numérotées de
1 & k. On choisit au hasard de fagon équiprobable une boite, puis une boule dans cette
boite. On note X le numéro de la boite et Y le numéro de la boule.

1. Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).
2. En déduire la loi de Y.

3. Calculer 'espérance de Y.

Exercice 23

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires suivant une loi uniforme sur {0, ...,n}2.

1. Déterminer la loi de X, laloide Y, laloide X +Y.
2. X et Y sont-elles indépendantes 7

Exercice 24

Soit p €]0,1[ et A > 0. On considére deux variables aléatoires X,Y indépendantes telles
que X suit une loi géométrique de paramétre p et Y suit une loi de Poisson de paramétre
A. Calculer P(X >Y).

Exercice 25

Soit un entier n > 1, Xq,..., X, des variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de

12



3 COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES

n
parameétre p €]0, 1[. On considére S,, = ZXk_
k=1
1. Déterminer la loi du couple (X1, Sp).
2. Déterminer la loi conditionnelle de X; sachant S,, = k.

3. Déterminer la loi conditionnelle de S,, sachant X; = i.

Exercice 26

Soit X,Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé a valeurs
dans {0, 1}. La loi du couple (X, Y) est donnée par le tableau suivant, out a, b sont des réels.

1. Quelles sont les valeurs autorisées pour a et b?
2. Calculer, en fonction de a et b, les lois marginales de X et de Y.

3. Quelles valeurs de a et b correspondent a un couple (X,Y) de variables indépen-
dantes ?

Exercice 27

Deux archers tirent indépendamment sur n cibles. A chaque tir, le premier archer a la
probabilité p de toucher, le second la probabilité q. On introduit les variables aléatoires
suivantes :

— X, qui vaut 1 si le premier archer touche la i-iéme cible, 0 sinon.

— Y, qui vaut 1 si le second archer touche la i-iéme cible, 0 sinon.

— Zi = max(Xi, Yz)

1. Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Bernoulli

de parameétres p et ¢. Déterminer la loi de la variable W = max(U, V).
2. Que modélise la variable aléatoire Z; 7
3. Quelle est la loi suivie par le nombre de cibles touchées au moins une fois?

4. Quelle est la loi suivie par le nombre de cibles épargnées ?

13



3 COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES

Exercice 28

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi BA/(1,p). On pose
U=max(X,Y) et V=min(X,Y).

1. Montrer que la loi du couple (U, V) est donnée par :
2p%¢" I, sii> g

Y(i,7) e N?, P([U=4Nn[V=3j])=< 0, sii<j

p*q*, sii=j

+oo
2. (a) Montrer que : Vj € N, P([V = j]) = ZP([U =i N[V =j).

(b) En déduire que : Vj €N, P([V =j]) =p(1+q)¢¥.
(¢) En déduire que V suit la loi BN (1, (1 — ¢?)).

(d) En déduire que V admet une espérance et que E(V) = 4

3. (a) Justifier que U+V =X +Y.

(b) En déduire que U admet une espérance et expliquer (sans faire les calculs)
comment on pourrait obtenir sa valeur.

14



4 VARIABLES A DENSITE

4 Variables a densité

Exercice 29

Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [a, b].
1. Donner la densité de X.
2. Déterminer la fonction de répartition de X.
3. Déterminer ’espérance de X.
4

. Déterminer la variance de X.

Exercice 30

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parameétre A > 0.
1. Donner la densité de X.
2. Déterminer la fonction de répartition de X.
3. Déterminer ’espérance de X.

4. Déterminer la variance de X.

Exercice 31

Dire si les fonctions suivantes définissent des densités. Si oui, calculer leur fonction de

répartition et dire si les variables associés admettent une espérance.
x

e
1+z sizel[-1,0]

2. flx)=¢ 1—2a size]0,1]
0 sinon
1 .
s stz >1

3. = =

f(@) { 0 sinon

15



4 VARIABLES A DENSITE

Exercice 32

Soit p > 1. On pose

f(wb{?“ !
0 sinon.
1. Monter que f est une densité de probabilité.
2. Soit X une variable aléatoire de densité f.
(a) Dans quel cas X admet une espérance ? La calculer.

(b) Dans quel cas X admet une variance ? La calculer.

Exercice 33

Soit la fonction f définie sur R par f(z) = x\a/i siz > 1et f(z) =0 sinon.

1. Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité d'une certaine
variable aléatoire X.

2. Déterminer la fonction de répartition associée a X.

3. X admet-elle une espérance ? Si oui, la déterminer.

Exercice 34

On considére une variable aléatoire X dont la densité est donnée par

flx) = ce™ 171,

1. Calculer c.

2. Démontrer que X admet des moments de tout ordre. Les calculer.

Exercice 35

Soient m, o deux réels. On dit que X suit une loi log-normale de paramétres (m,o) si
Y = In X suit une loi normale N'(m, o). On supposera dans la suite que m =0 et o = 1.

1. Exprimer la fonction de répartition de X & l'aide de la fonction de répartition ®
de la loi normale centrée réduite.

2. Calculer sa densité.

16



4 VARIABLES A DENSITE

3. Montrer que E(X) = y/e. On donne / e " 2dx = /27
R

Exercice 36

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = W

1. Démontrer que f est la densité de probabilité d’'une variable aléatoire X. On note
F' sa fonction de répartition.

2. On considére la variable aléatoire Y = In(1 + |X|) et on note G sa fonction de
répartition. Exprimer F' en fonction G.

3. En déduire que Y admet une densité que 1’on calculera.

4. Reconnaitre la loi de Y.

Exercice 37

e*[L’

(14+e®)2
1. Montrer, a ’aide du changement de variable u = 1+ e~%, la convergence de I'inté-

grale / f(t)dt et préciser sa valeur.
R

On introduit la fonction f définie sur R par f(x) =

2. En déduire que f peut étre considérée comme une densité de probabilité. Dans la
suite de, on note X une variable aléatoire ayant f pour densité.

3. Donner I'expression de la fonction de répartition Fy de X.

4. Montrer que, pour tout z € R, Fx(z) = 1 — Fx(—=x). Quelle loi usuelle du cours
admet une fonction de répartition vérifiant la méme propriété ?

e’ —1
5. Soit ¢ la fonction définie sur R pa = .
it ¢ nction nie sur R par ¢(x) ]

(a) Justifier que ¢ est de classe C! sur R et dresser son tableau de variations, limites

comprises.

(b) Montrer que ¢ réalise une bijection de R sur un ensemble J & préciser et déter-
miner Iexpression de sa bijection réciproque ¢~

(c) On définit la variable aléatoire Y par Y = ¢(X). Montrer que Y — U([—1; 1]).
(d) Montrer que si U — U([0;1]), alors 2U — 1 — U([-1;1]).

(e) En déduire écriture d’une fonction Python d’en-téte def simulX( ) : qui
renvoie une simulation de la variable aléatoire X.

17



4 VARIABLES A DENSITE

Exercice 38

Soient S7 et So deux variables aléatoires indépendantes, et suivant toutes les deux la loi
exponentielle de paramétre A > 0. On pose T7 = | S| la partie entiére de Sy et Th = | So|
la partie entiére de So. On a donc :

Vk‘EN,(lek‘):(k<Sl<k+1> et (ngk‘):(k‘<52<k‘+1).

1. (a) Rappeler I'expression de la fonction de répartition de Sj.

(b) Calculer P(Ty = k), pour k € N, et en déduire que T} suit la loi BN (1,p)) ot
pr=1—e
On remarquera que Ty suit la méme loi que T7.

2. (a) Justifier que T et Ty sont indépendantes.

+oo
(b) On note gy =1 — px. Montrer que : P(Ty =1Ty) = Zpiqik.
k=0

(c) Calculer alors P(Ty = T3) en fonction de py et gy puis vérifier que
I
P =T) = ——.
(T 2) 1+e A

18



5 CHAINES DE MARKOV

5 Chaines de Markov

Exercice 39

Soient d € N*, (Y;,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes & valeurs dans Z<, et
n

soit X, = ZY”‘ On suppose que pour tous i, . .., i, € Z% on a P(ﬂ;:é{Xj =1i;}) > 0.
k=0
Montrer que (X,,)nen est une chaine de Markov.

Exercice 40

Un individu se déplace sur les trois points Ay d’abscisse 0, A1 d’abscisse 1 et Ay d’abscisse
2 selon les régles suivantes :
e A l'instant initial 0, il est au point d’abscisse 2.
e S’il est au point d’abscisse 2 a 'instant n, il est de facon équiprobable en I'un des
trois points d’abscisse 0, 1 et 2 & 'instant n + 1.
e S’il est au point d’abscisse 1 a 'instant n, il est de facon équiprobable en I'un des
2 points d’abscisse 0 ou 1 & l'instant n 4 1.
e S’il est au point d’abscisse 0 & I'instant n, il reste au point d’abscisse 0 & l'instant
n—+ 1.
Pour tout entier naturel n, on désigne par X, la variable aléatoire indiquant 1’abscisse
du point ou se trouve l'individu & linstant n. On définit ainsi une chaine de Markov
(Xn)n € N. On note U, = P(X,, = 0)P(X,, = 1)P(X,, = 2)) le n-iéme état probabiliste
de cette chaine.
1. (a) Donner la matrice de transition M et le graphe probabiliste associés a (X)), €
N.

b) Quel est I'unique état stable U possible pour cette chaine de Markov ?

—~

2. (a) Diagonaliser la matrice M.
(b) Déterminer les coefficients de M™ en fonction de n € N.
3. (a) Démontrer que, pour tout n € N, U1 = U, M.

—~ o~

Préciser Uy et montrer que pour tout entier n, U, = Uy x M™.
En déduire P(X,, =0), P(X,, = 1), P(X,, = 2) en fonction de n et vérifier que
U,, converge bien vers l’état stable U.

(d) Déterminer 'espérance E(X,,) en fonction de n et sa limite quand n tend vers
+00.

4. (a) En multipliant & droite par la matrice colonne ’égalité matricielle U, 11 = U, M,
exprimer E(X, 1) en fonction de F(X,,).

(b) Retrouver l'expression de E(X,,) en fonction de n et sa limite quand n tend
vers +00.

5. Ecrire un programme python simulant la situation.
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5 CHAINES DE MARKOV

Exercice 41

Soit a un réel fixé, élément de ]0;1/2][.
Dans une bourse de valeurs, un titre donné peut monter, rester stable, ou baisser. Dans
un modeéle mathématique, on considére que :

le premier jour, le titre est stable;

si le jour n le titre monte, alors il montera également le jour n + 1 avec probabilité
1 — 2a, restera stable avec probabilité a et baissera avec probabilité a;

si le jour n le titre est stable, alors il restera stable le jour n 4+ 1 avec probabilité
1 — 2a, montera avec probabilité a et baissera avec probabilité a ;

si le jour n le titre baisse, alors il baissera encore le jour n + 1 avec probabilité
1 — 2a, restera stable avec probabilité a et montera avec probabilité a.

On note M, (resp. Sy, By) 'événement "le titre donné monte le jour n" (resp. "est stable
le jour n", "baisse le jour n") et m,, (resp. sy, by,) la probabilité correspondante.

1.

G AN al

On note Xy = (my sk bg), pour k € N. Justifier que (Xj)i est un chaine de
Markov. Donner le graphe et la matrice associée.

Ecrire une fonction python de paramétres (a, k) renvoyant Xj.

Exprimer my, 41 en fonction de my, s, et b,. Méme question avec sp41.

Que vaut m,, + s, + b, 7 En déduire 'expression de b,, en fonction de m,, et s,.
Montrer que les suites (my,) et (s,) sont arithmético-géométriques.

En déduire 'expression du terme général de chacune des trois suites et déterminer
leurs limites. Interpréter.

Exercice 42

EDHEC 2010.
Une urne contient trois boules numérotées de 1 a 3. Un tirage consiste & extraire au hasard
une boule de I'urne puis a la remettre dans 'urne pour le tirage suivant. On définit une
suite de variables aléatoires (Xi), k € N* de la maniére suivante.

e Pour tout entier naturel k£ non nul, X est définie apreés le k-éme tirage.

e On procéde au ler tirage et X; prend la valeur du numéro de la boule obtenue a

ce tirage.

Apreés le k-eéme tirage (k € N*) :

— soit X} a pris la valeur 1, dans ce cas on procéde au (k4 1)-éme tirage et X1
prend la valeur du numeéro obtenu a ce (k 4 1)-éme tirage.

— soit X} a pris la valeur j, différente de 1. Dans ce cas on procéde également au
(k + 1)-éme tirage et Xj11 prend la valeur j si la boule tirée porte le numéro j
et la valeur 1 sinon.

. Reconnaitre la loi de Xj.

. On note Uy la matrice & 3 lignes et une colonne dont I’élément de la i-éme ligne
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5 CHAINES DE MARKOV

est P(Xy =1).

(a)
(b)

Déterminer les probabilités Py, —j)(Xg41 = @) pour tout couple (i,j) €
{1,2,3}2.

On admet que ({Xj = 1}, { X = 2}, { X = 3}) est un systéme complet d’éve-
nements. Déterminer, grace a la formule des probabilités totales, la matrice A
de M3(R), telle que, pour tout entier naturel k& non nul, on a Ugy = AUy.

1
Montrer qu’en posant Uy = 0 alors, pour tout k de N, on a : Uy = AUj.
0

Veérifier que A = M + %Ig, puis établir que pour tout £ € N, on a A% =

k k—j
2(5)(G)
o /A3
En déduire les 3 éléments de la premiére colonne de la matrice A*. En déduire

la loi de Xj.

Montrer que la suite (Xj)x converge en loi vers une variable aléatoire X dont
on donnera la loi.

Calculer l'espérance E(X}y) de Xp.
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6 INEGALITES DE CONCENTRATION, CONVERGENCES DE VARIABLES ALEATOIRES

6 Inégalités de concentration, convergences de variables aléatoires

Exercice 43

Soit X une variable aléatoire réelle.

1. Montrer que pour toute fonction croissante f : R} — R%,

E(/(X1])
fla)

2. Supposons de plus que X est a valeurs positives et que pour tout ¢ > 0, la variable
etX admet une espérance. Montrer que

Va>0, P(X]>a)<

Va>0,Vt>0, P(X >a) < e “E(X).

Exercice 44

Soit X une VA suivant une loi binomiale de paramétres n et p. Montrer que pour tout

a > 0,
X 1—
P<_p‘ >a> < Pa-p)

n a?n

Exercice 45

Soit (X,,), une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, centrées. Supposons
qu’il existe M > 0 tel que pour tout n € N*, B(X2) < M.
Montrer que pour tout € > 0

P( X1+ ...+ X,| = ne) — 0.

Exercice 46

1. Soit X,Y des variables aléatoires indépendantes suivant respectivement des lois
de Poisson de paramétres « et S. Montrer que X + Y suit une loi de Poisson de
paramétre o + .

2. En appliquant le théoréme limite central & une suite de variables aléatoires indé-
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6 INEGALITES DE CONCENTRATION, CONVERGENCES DE VARIABLES ALEATOIRES

pendantes (X,,) suivant toutes une loi de Poisson de paramétre 1, montrer que

n nk- 1
—n
"W Ty
k=0

Exercice 47

Soit (X,,) une suite de VA telle que X,, suit une loi binomiale de parameétres (1 — 1),
Montrer que X,, converge en loi vers Z, ou Z <« B(e™!).

Exercice 48

On considére une suite (X7,...,X,) de v.a indépendantes de méme loi exponentielle de
parameétre 1. On pose Z,, = max(Xy,...,X,) — In(n).

1. Déterminer la fonction de répartition de Z,.
2. On pose Z = —In(X) ouX — £(1).
(a) Déterminer la fonction de répartition de Z.

(b) Montrer que (Z,) converge en loi vers Z.

Exercice 49

Soit (U,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme
sur [0,1]. On note M,, = max(Uy,...,U,) et X, = n(1 — M,).

1. Quelle est la fonction de répartition de X,, 7

2. Etudier la convergence en loi de la suite (X,,).
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7 STATISTIQUE

7 Statistique

7.1 Estimations ponctuelles
Exercice 50

Soient a, b deux réels et x une série statistique. Exprimer en fonction de la moyenne de x,
la moyenne de la série 2/ := ax + b. Faire de méme avec la médiane.

Exercice 51

Soit » > 1 un entier. On étudie deux variables statistiques quantitatives z et r. On
souhaite expliquer la dépendance de r par rapport & x & ’aide d’une relation exponentielle
de la forme :

r=ae < (%)

ol a et ¢ sont des réels que 'on cherche & déterminer, avec a > 0. On dispose pour cela
de deux séries statistiques (1,22, ..., Zy) et (r1,72,...,r,) représentant des mesures des
variables x et r respectivement.

1. On pose y = Inr. Montrer que les variables = et r vérifient la relation (x) si et
seulement si x et y vérifient une relation de la forme :

y=ox+p,
ol « et [ sont des parameétres réels que l'on exprimera en fonction de a et c.
On rappelle que la droite de régression linéaire de y = (y1,...,y,) par rapport a
x = (x1,...,xy) a pour équation :

S . _

y=—"3(x—7T)+7,

SI

ou :

e 5., désigne la covariance empirique de la série statistique double (z,y);
e T et y désignent les moyennes des séries statistiques z et y respectivement ;
e s2 désigne la variance de la série statistique .

2. Rappeler les formules mathématiques définissant T, s2 et 52y en fonction de n,
T1,...,Tn €t y1,...,Yy,. Rappeler les formules de Koenig et de Koenig-Huygens
permettant de reformuler s2 et s;,.

. . —_ — 2
3. Exprimer a et c en fonction T, 7, s; et 55 4.

4. Recopier et compléter la fonction suivante pour qu’elle renvoie la covariance em-
pirique des séries statistiques x et y fournies en argument d’entrée sous forme de
tableaux Numpy & une dimension.
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7 STATISTIQUE

import numpy as np

def covariance (x,y):
prod = xxy
return ..........

5. Recopier et compléter la fonction suivante, prenant en arguments d’entrée les séries
statistiques (21, x2,...,2Tn) et (r1,7e,...,7y,) (sous forme de tableaux Numpy a une
dimension z et r respectivement), pour qu’elle renvoie des valeurs approchées des
paramétres a et ¢ qui interviennent dans la relation (x).

import numpy as np

def ajustement exp (x,r):
y = np.log(r)
moy X = np.mean(x)
moy_y = np.mean(y)

cov_xy = covariance(x,y)

var X = .......... # variance de x
C = ...

A = ...

return a,c

Exercice 52

Déterminer I’expression de I'estimateur de maximum de vraisemblance d’une loi de Poisson
de parameétres A > 0.

Exercice 53

Déterminer ’expression de 'estimateur de maximum de vraisemblance d’une loi géomé-
trique de parameétres p €]0, 1].

Exercice 54

On dispose d’un n-échantillon (X1, Xo, ..., X,,) de variables aléatoires indépendantes sui-
vant la loi de Poisson de parametre A avec A inconnu. On cherche & estimer la probabilité
e~ de n’observer que des 0 au cours de g expériences consécutives. On pose T), = e~ 9%».
T, est-il un estimateur sans biais de e~ ? Que dire lorsque n est grand? T, est-il
convergent 7
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7 STATISTIQUE

Exercice 55

Soit T}, un estimateur de g(#). On suppose que pour tout # € ©, T,, admet un moment
d’ordre 2 pour la probabilité Py. Pour tout # € O, on appelle risque quadratique de T),
(en g(0)) et on note r6(7T),) le réel :

ro(T) = Ep | (T - 9(6))°] .

Il représente la « dispersion moyenne » de T,, par rapport a g(0).
1. Montrer que r9(Ty,) = [Eg(Ty) — 9(0))% + Vy(T},).

2. On suppose que pour tout § € O, lim, o 79(7,) = 0. Montrer que 7T, est un
estimateur convergent de g(6).

3. Soient T, et U,, deux estimateurs de g(0) tels que r¢(T},) < rg(Un) pour tout 6 € ©.
Lequel de ces deux estimateurs doit-on privilégier 7 Pourquoi ?

4. (a) Exemple 1. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes sui-
vant la loi exponentielle £(A). On pose

n

E:%ZXi et Tn:nilZX,.

=1 i=1

Comparer X,, et T), en tant qu’estimateurs de %

(b) Exemple 2. On cherche a estimer le paramétre p d’une loi de Bernoulli. Soit
(X1,...,X,) un n-échantillon d'une loi de Bernoulli de paramétre p. On note
Sp =i Xi. On pose

X, = Sl

n

Comparer X, et T}, en tant qu’estimateurs de p (on étudiera les cas ou p est
proche de 1 et de 1/2). Peut-on privilégier I'un de ces estimateurs par rapport
a lautre?

7.2 Intervalles de confiance

Exercice 56

Soient X7, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi normale d’espérance 6 incon-
nue et de variance o2 connue. On pose X, = =37 | X;.

1. Quelle est la loi de X, ?
2. Soit a €]0,1[, et soit t, l'unique réel tel que ®(t,) = 1 — §. Montrer que

[X7n —lag X 4+ t“—"] est un intervalle de confiance de 0 au niveau de confiance

v v
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7 STATISTIQUE

Exercice 57

Soient X1,..., X, un échantillon de la loi exponentielle de parameétre A > 0 inconnu. On
pose alors M,, = min(X1,...,X,), et on considére « €]0, 1].

1. Montrer que M,, suit une loi exponentielle dont on précisera les paramétres.

2. Déterminer deux réels a, et b, tels que P(nAM,, < a,) = § = P(nAM, > b,).

3. En déduire que [%,”TM"} est un intervalle de confiance de % au niveau de
n n

confiance 1 — a.
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Deuxiéme partie
Algébre linéaire
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8 CALCUL MATRICIEL, INVERSION

8 Calcul matriciel, inversion

Exercice 58

Déterminer soigneusement, par la formule du binéme, les puissances A™ (n € N*) de la
matrice

1 10
A=10 1 1
0 01

Exercice 59
On consideére les matrices suivantes :
1 -1 1 1
a=(4) =)

Calculer A? et A3. Conjecturer une expression pour A", pour n > 1. La démontrer.
Mémes questions pour la matrice B.

Exercice 60

On considére la matrice A ci-dessous

3
A=11 2 -1
1 -1 2

1. A l’aide du pivot de Gauss, vérifier que A est inversible et calculer son inverse.

2. Calculer A2 — 4A + 3I. En déduire une nouvelle preuve que A est inversible et
donner une expression de A~! en fonction de A et de I.

Exercice 61
Dire si les matrices suivantes sont inversibles, et si c’est le cas calculer leur inverse.

11 2 01 2 14 7
A=121), B=[11 2], c=|2 5 8
2 1 1 02 3 36 9
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8 CALCUL MATRICIEL, INVERSION

Exercice 62

Soit A € M,,(R) une matrice nilpotente, c’est a dire pour laquelle il existe un entier p € N*
tel que AP = 0.

1. Calculer (I,, — A)(I, + A+ A% + ... + AP71).

2. En déduire que I,, — A est inversible et préciser son inverse.

Exercice 63

-1

SmtB:(O

é) Calculer B?2 + B et déduire que B n’est pas inversible.

Exercice 64

z4+y—3z—t = 0

) N . 20 +y—95z+4t = 4
Résoudre le systéme suivant T2y +3t = —2
—r+y+z-2t = 1
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9 L’ESPACE VECTORIEL RY

9 L’espace vectoriel R”

Exercice 65

Résoudre les équations AX =0, AX = X et AX = 3X, d’'inconnue X € M3;(R), ou
A est la matrice ci-dessous.

On présentera les solutions sous forme de sous- espace vectoriel (de M3 1(R)) engendré
par une famille (finie) de vecteurs.

1 -2 2
A=1-2 1 2
-2 -2 5

Exercice 66

Déterminer une base et la dimension du sous-espace vectoriel

1 -3 -1 2
2 -2 0 3

F = Vect MR EYE
1 2 1 1

Exercice 67

Montrer que la famille de vecteurs ci-dessous forme une base de R3.

Exercice 68

On désigne par Id I'endomorphisme identité de R? et par I la matrice identité de M3(RR).
On note B = (e1, ez, e3) la base canonique de R3, et on considére ’endomorphisme f de

1 -1 2
R? dont la matrice dans la base Best A= | -4 1 4
-4 -2 7

1. (a) Calculer (A —3I)2.
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9 L’ESPACE VECTORIEL RY

(b) En déduire que A est inversible et déterminer A1
2. Onnote F = {u € R?: f(u) = 3u}.

(a) En résolvant I’équation AX = 3X d’inconnue X, montrer qu'il existe uj et us
deux vecteurs de R? que 1'on déterminera tels que F' = Vect(u1, uz).

(b) La famille (u1,uz) est-elle une base de F'?

Exercice 69

Ecrire la matrice de ’endomorphisme f de R3 dans la base canonique B = {e1,e2,e3}
puis celle dans la base F = {—ej,e; — ea, —e1 + €2 + 4es}, ou

flz,y,2) = (x +2y — z,—y + z,32).

Exercice 70

Soit f : R? — R3 I’application linéaire définie par
f(z,y,2) = (=3x —y + 2,82 + 3y — 22, —4x — y + 22).

Déterminer le noyau de f, son image. f est-elle injective 7 surjective ?

Exercice 71

Soit f : R? — R3 I’application linéaire définie par

fxy) = (x+y,z—y,z+y).

Déterminer le noyau de f, son image. f est-elle injective ? surjective ?
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10 REDUCTION

10 Réduction

Exercice 72

On considére la matrice A suivante :

3 0 -1
A=12 4 2
-1 0 3

1. Trouver trois vecteurs uq, ug, uz € R? tels que
Ker (A — 2I3) = Vect (u1), Ker (A —41I3) = Vect (ug, u3).

2. Montrer que B’ = (u1, ug, u3) forme une base de R3.

3. Soit f I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A. Déterminer la ma-
trice de f dans la base B’. On la notera D.

4. Déterminer une matrice inversible P telle que A = PDP™1.

5. En déduire A™ pour tout n € N.

Exercice 73

On considére la matrice A suivante :

-4 -6 0
A=13 5 0
3 6 5

1. Trouver trois vecteurs ui, us, ug € R3 tels que
Ker (A+1I3) = Vect (u1), Ker(A—2I3) = Vect (uz), Ker(A—51I3) = Vect (u3).

2. Montrer que B’ = (u1, uz, u3) forme une base de R3.

3. Soit f I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A. Déterminer la ma-
trice de f dans la base B’. On la notera D.

4. Déterminer une matrice inversible P telle que A = PDP~ !

5. En déduire A™ pour tout n € N.
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Exercice 74

On considére la matrice A suivante :
1 0 5
A=12 2 -1
3 0 3

1. Trouver trois vecteurs uq, ug, uz € R? tels que
Ker (A—61I3) = Vect (u1), Ker(A+2I3) = Vect (u2), Ker(A—21I3) = Vect (u3).

2. Montrer que B’ = (u1, uz, u3) forme une base de R3.

3. Soit f I’endomorphisme canoniquement associé & la matrice A. Déterminer la ma-
trice de f dans la base B’. On la notera D.

4. Déterminer une matrice inversible P telle que A = PDP™ 1.

5. En déduire A™ pour tout n € N.

Exercice 75

1
On considére deux réels a et b ainsi que la matrice A = (8 b)'

1. (a) Montrer que a = b alors la matrice A ne posséde qu'une seule valeur propre.
(b) En déduire, par 'absurde, que, si a = b, A n’est pas diagonalisable.

2. On suppose dans cette question que a # b.
(a) Quelles sont les valeurs propres de A? En déduire que A est diagonalisable.

(b) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale telle que AP =
PD. On rédigera scrupuleusement cette réponse en erpliquant comment sont
construites les deur malrices.

3. Soit ¢ €]0; 1[. On considére deux variables aléatoires X et Y indépendantes (définies
sur un meéme espace probabilisé qu’on ne précise pas ici) de méme loi géométrique
G(a)-

(a) Calculer P(X =Y).

(b) On considére la matrice aléatoire A(X,Y) = <‘§ )1/>

i. Déterminer la probabilité p que A(X,Y") ne soit pas diagonalisable.

ii. On note M la variable aléatoire qui prend la valeur de la plus grande valeur
propre de A(X,Y). Déterminer la loi de M. Justifier alors que M admet
une espérance et déterminer sa valeur.

34



10 REDUCTION

Exercice 76

On considére 'endomorphisme g de M3 1(R) dont la matrice dans la base canonique est
donnée par

0 2 -1
A=12 -5 4
3 -8 6

1. (a) Expliciter A? puis établir que A* = I.
(b) En déduire les valeurs propres possibles de A. La matrice A est-elle inversible 7

(¢) Donner une base (u) de Ker (¢ — Id). En déduire une (premiére) valeur propre
de A.

Montrer que A n’admet pas d’autre valeur propre.

)

(e) La matrice A est-elle diagonalisable 7
) Quelle est la matrice de g dans la base canonique de M3 1(R) ?
)

Résoudre I'équation A2X = —X, d’inconnue X € M3 et en déduire une base
(v;w) de Ker (g% 4 1d).

(c) Montrer que la famille (u; v;w) forme une base de M3 1(R).
(d) Ecrire la matrice de g% dans la base (u;v;w).
(e) La matrice A? est-elle diagonalisable ?

3. On considére maintenant une matrice M € M3(R). Montrer que si M est diago-
nalisable, alors M? I’est aussi. Que dire, au vu de ce qui précéde, de la réciproque
de cette implication ?
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11 GENERALISATION DE LA NOTION D’ESPACE VECTORIEL

11 Généralisation de la notion d’espace vectoriel

Exercice 77

On consideére l'espace vectoriel Mo (R). Lequel de ces sous-ensembles est-il un sous-espace

vectoriel 7
_ . fa+b ¢
E—{AEMQ(R)A—<QC —b)}

F:{Ae/\/b(R)iA:((l) Z)}

En déterminer alors une base.

Exercice 78

Soient n € N* et ay, ..., a, des réels deux a deux distincts. Pour k € [0,n] on pose

n
JI(x =)
i;g
1

LX) = ——.
[T — )
i=0
iy

1. Dans cette question uniquement, on prend n = 2, ag =0, o = 2 et ap = 3. Ecrire
les polynémes Lo(X), L1(X) et La(X).

2. Justifier que les polynémes Ly (X), pour k € [0,n], sont des vecteurs de 1'espace
vectoriel R,[X]. Quelle est la dimension de ce dernier 7

3. Pour i,k € [0,n], calculer la quantité Ly(c;). On pourra distinguer les cas k = 4
et k #£ 1.

Montrer que la famille (L(X))o <k <n forme une famille libre de ’espace R, [X].
En déduire que (Lg(X))o <k <n est une base de R, [X].

Soit P € R,[X]. Ecrire la décomposition de P dans cette base.

N g

Application : déterminer 'unique polynéme P de degré 2 qui vaut 1 en 0, 2 en 2
,et 3 en 3.
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Exercice 79

Soit a, b deux réels distincts. On note F' ’ensemble des polynomes de Ry[X] dont a et b
sont racines.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de Ry[X].

2. On rappelle que :
a € R est racine de P € R[X] <= X — « divise P.

Déterminer une base de F'. En déduire sa dimension.

Exercice 80

Soit n € M,,(R). On note Tr Iapplication qui & une matrice M € M, (R) associe sa trace
Tr (A).

1. Montrer que Tr est une application linéaire.

2. On note H = {A € M,(R) : Tr(A) = 0}. Montrer que H est un sous-espace
vectoriel de M,,(R). En donner une base, et sa dimension, pour n = 2.

Exercice 81

Soit n € N* et P(X) € R,[X]. Montrer que la famille (P®*) (X))o < forme une base de
R, [X].

Exercice 82

Soit n € N*. Pour A € M, (R), on note AT sa transposée. On note :
— Su(R) = {A € M,(R) : AT = A} I'ensemble des matrices symétriques ;
— A (R) = {A € M,(R): AT = — A} I'ensemble des matrices antisymétriques.
1. Montrer que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).
2. Déterminer une base et la dimension de ces espaces pour n = 3.
3. Généraliser a n quelconque.
4

. Montrer que toute matrice s’écrit comme la somme d’une matrice symétrique et
d’une matrice antisymétrique. On pourra écrire M = A+ S, et essayer d’exprimer
A et S en fonction de M uniquement.
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Exercice 83

Soient a, b, c € R. On considére 'application

[ Ro[X] — Ro[X]
P +—— (aX+1)P+ (bX2+c)P
1. Montrer que f est linéaire.

2. Quelles relations doivent vérifier a, b, ¢ afin que f soit bien un endomorphisme de
Ro[X] 7

3. Calculer la matrice la matrice de f dans la base canonique de Ra[X].

4. Déterminer le rang de f. On distinguera certains cas selon les valeurs des constantes
a,b,c.
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12 SQL

Exercice 84

Une base de données médicale contient des informations administratives sur les patients
et des informations médicales. On considére deux tables : PATIENT et MEDICAL. La
table PATIENT contient les attributs suivants :

— id : identifiant d’un individu (entier), clé primaire ;

— nom : nom du patient (chaine de caractéres) ;

— prenom : prénom du patient (chaine de caractéres) ;

— adresse : adresse du patient (chaine de caractéres);

— email (chaine de caractéres) ;

— naissance : année de naissance (entier).
La table MEDICAL contient les attributs suivants :

— id : identifiant d’un ensemble de propriétés medicales (entier), clé primaire ;

— datal : donnée (flottant) ;

— data2 : donnée (flottant) ;

— idpatient : identifiant du patient représenté par 'attribut id de la table PATIENT

(entier) ;
— etat : description de I’état du patient (chaine de caractéres). Les attributs datal,
data2 . . . sont des données relatives a ’analyse médicale souhaitée.

L’attribut état permet d’affecter un label & un ensemble de données médicales : "normal",
"hernie discale", "spondylolisthésis".

1. Ecrire une requéte SQL permettant d’extraire les identifiants des patients ayant
une "hernie discale".

2. Ecrire une requéte SQL permettant d’extraire les noms et prénoms des patients
atteints de "spondylolisthésis".

3. Ecrire une requéte SQL permettant d’extraire chaque état et le nombre de patients
pour chaque état.
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13 FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

13 Fonctions d’une variable réelle

Exercice 85

En utilisant des arguments de convexité, montrer que
Veze]—1,400], In(l+z) < z.

On pourra commencer par faire un dessin.

Exercice 86

On considére la fonction f définie sur Ry par

2 .
_f z*—zIn(z), siz>0,
flz) = { 0, siz=0.
1. Montrer que f est continue sur R..
2. Montrer que f est dérivable sur R% . Exprimer la dérivée f'(x) pour z > 0.

3. La fonction est-elle dérivable en 07 Quelles en sont les conséquences graphiques ?

Exercice 87

Montrer que la fonction f définie ci-dessous est de classe C! sur R

f: R — R
o {elesiw;éo,

1 sinon.

On commencera par montrer que f est continue en 0. Puis, aprés avoir justifié que f
dérivable en dehors de 0 on calculera f'(x) pour  # 0. On montrera que f dérivable en 0,
a Paide du développement limité & ’ordre 2 ci-dessous

2

ex:1+x+%—|—o(x2),

et enfin que f’ est continue en 0.
Bonus : est-elle de classe C2 sur R?
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Exercice 88

Ecrire un programme de dichotomie permettant de donner une valeur approchée a 10~
de la solution de ’équation e* 4+ x = 3 (dont on aura au préalable rigoureusement justifié
Pexistence).

Exercice 89

Soient I un intervalle fermé de R, f : I — I une application de classe C' et @ € I un
point fixe de ¢ (ie. f(a) = a). On considére la suite (z,,), définie par

xo€l, VneN x,11 = f(zp).

L’objectif est d’étudier le comportement de cette suite au voisinage de a. On suppose
ici que [f/'(a)] <1 (on dit que a est un point attractif).

1. Faire un dessin de la situation.

2. Montrer qu'il existe k €]0,1[ et h > 0 tels que
Vao €la—h,a+h], VneN, |z, —a|l < k"|zg—al
(on pourra penser a 'IAF).

3. En déduire que lim x, =asi zg € [a — h,a+ h).
n—-+00

4. On suppose de plus que f/(a) =0, f est de classe C? et qu'il existe M € R tel que
|f"| < M sur [a — h,a+ h]. A I'aide d’une formule de Taylor, montrer que
1 2
£(&) ] < SM|z — al?

En déduire que pour tout n € N

2 [1 >
|z —a| < i [2M|xg—a|] :

Comparer avec la majoration précédente.

Exercice 90

Calculer les développements suivants & 'ordre 2 en 0 des quantités suivantes.
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1. 1 _ T 3. (@ 4+ 1)V1—=z.

1—=2x
2. VI—z+V1+a 4. (In(1 —2))2

Exercice 91

Calculer les développements suivants & 'ordre 2 au point indiqué.

1. e+ en 0. 3. (z+1)vVer+1—-1en0.
2. In(1 +¢€%) en 0. 4. 2° =2z —1en 1.

Exercice 92

Pour tout n € N, on définit la fonction g, : [0, +00[— R par :

(In(1 4 z))™

1. (a) Etudier les variations de la fonction go. On précisera la limite de go en +oo,
ainsi que l’équation de la tangente en 0.

(b) Donner l'allure de la courbe représentative de go.

2. (a) Pour n > 1, justifier que g,, est dérivable sur [0, +oo[ et montrer que, pour tout
z > 0,
/
gn(x) 20 <= n>=2In(l+2z).
1.

En déduire les variations de la fonction g, lorsque n >

(b) Calculer soigneusement lim g, (z).
T—>+00

(¢c) Montrer que, pour n > 1, g, admet un maximum sur [0, +o00[ qui vaut

- ()
2e

et déterminer la limite de M, lorsque n tend vers 4o0.

(d) Déterminer o > 1 tel que, pour tout n > 1,
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Exercice 93

Soit f :[0,1] — R une fonction continue et n € N*.

1. Soit S,, une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres n et x € [0, 1]

et X,, = S, /n.
Donner les valeurs de I'espérance et de la variance de X,,. Justifier que

Va>0, P(X,—z|>a) <

= 4na?’

2. On introduit la variable aléatoire Y,, = f(X,) et on pose B,(f)(x)

Vérifier que By, (f)(x) est une fonction polynéome de la variable z. Soit € > 0. La
fonction f étant continue sur le segment [0, 1], elle y est uniformément continue
(théoreme de Heine). Ceci assure l'existence d'un réel a > 0 vérifiant

V(z,y) € 0,1, |z -yl < a=|fx) - fly)] < e

De plus, la fonction f étant continue sur un segment, elle y est bornée par un réel
M.

. Avec les notations ci-dessus, établir

> (1()w)r(n=i)< e

—z|>a

£ (1(0)-ne)r(s-t)

|%—Z" <o

k
[

et

4. Conclure qu’a partir d’un certain rang, on a

Ve el0,1], |Bu(f)(z) = f(z)] < 2

On a démontré le théoréme de Weierstrass : toute fonction continue sur un compact est

limite uniforme d’une suite de polynémes.
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14 Suites et séries

Exercice 94

On considére la suite (uy,), >0 définie par

2
uz +1
up =0 et upyi1 =4

2

Montrons que la suite (uy), >0 est croissante, majorée, et trouver (si elle existe), sa limite.

Exercice 95

Soit la suite réelle (up,), >0 définie par

3 4y, — 2
ug = 3, U =—.
0 n+1 w, + 1
On pose pour x # 1, f(x) = 4;:12.

1. Etudier les variations de la fonction f.

2. Montrer que pour tout n > 0, on a u, > 1.

3. On définit la suite (vy)n >0 par

Up — 2
Un =

Up — 1

Déterminer v, en fonction de n (on pourra essayer de calculer v,41)
4. En déduire une expression explicite de la suite (uy)n>o0.

5. Justifier que cette derniére converge, et trouver sa limite.

Exercice 96

Soit u la suite définie par ug €]0, 1] et par la relation de récurrence

Un

2
U
— 4 _n.

2 4
1. Démontrer que pour tout n € Nyona 0 <wu, <1

2. Démontrer que la suite est monotone.

Up41 =

3. En déduire qu’elle est convergente et déterminer sa limite.
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Exercice 97

Trouver un équivalent simple aux suites (uy,), suivantes :

LUy = Vn+1 — 3. u, = v/In(n + 1) —In(n).

Exercice 98

On considére la suite (uy,)nen, définie par ug = 1 et, pour tout n € N :

1
Upt1 = §u" +n—2.

1. Calculer ug, ug et us.

0.

2. (a) Démontrer que pour tout entier naturel n > 4, u, >
= 5, up, =2 n—3.

(b) En déduire que, pour tout entier naturel n
(¢) En déduire la limite de la suite (uy,)y.
3. On définit la suite (vy,), par, pour tout n € N, v,, = —2u,, + 3n — 271
(a) Démontrer que la suite (v,), est une suite géométrique dont on donnera la
raison et le premier terme.
(b) En déduire que pour tout n € N, u,, = % (;)" + gn — %

n
(¢) Soit la somme S,, définie pour tout entier naturel n par S,, = Z ug, ; Déterminer

k=0
I’expression de S, en fonction de n.

Exercice 99

Soit @ > 1 un réel fixé et la suite (u,) définie par uy = a et, pour tout entier n € N,

14+ up

Up4+1 = 5

1+
5
(On précisera son domaine de définition, ses limites auz bords du domaine et on
dressera son tableau de variations.)
2. Résoudre f(z) —z > 0.

3. (a) Justifier que (uy,) est bien définie et que, pour tout n € N, u,, > 1.

1. Etudier la fonction f : x —

46
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(b) Ecrire une fonction Python d’en-téte def suite u(n,a) qui prend en argument

un réel a > 1 et un entier n € N et renvoie la valeur de u,,.

(c) Montrer que (u,) est monotone.
(d) Montrer que (u,) converge vers une limite [ & préciser.

(e) Ecrire un programme Python qui calcule et affiche le plus petit entier n tel que

|l —up| < 0.01.

Exercice 100

Soient f la fonction définie sur [—2,+o0o[ par f(z) = V& + 2 et (uy) définie par w41 =
f(un) et up > 0.

1.
2.

3.

Montrer que f([1,3]) C [1,3].

Montrer que l’équation f(z) = = admet une unique solution dans [1, 3], notée a.
1

Montrer que pour tout = € [1,3] on a |f/(z)] < —=.

2V/3

Montrer que, pour tout 7 € N on a

1 n
lup, — ] < <2\/§) lug — .

. Conclure quant a la convergence de (uy,).

Ecrire une fonction Python d’argument & qui calcule et renvoie une approximation
de a & € prés.

Exercice 101

Soient (ay,), (bn), (cn) trois suites reelles telles que ag = 1, by = 2, ¢p = 7, et vérifiant les
relations de récurrence :

an+1 = 3an + bn
bn—l—l = 3b, + ¢y

Cn+1 = 3Cp.

pour tout n € N. Le but est de trouver une formule explicite pour ces trois suites.

1.

2.

Qn

On considere le vecteur colonne X,, = | b, |. Trouver une matrice A € M3(R)
Cn

telle que X411 = AX,,.

Montrer que pour tout n € N, X,, = A" X.
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0
3. Soit N = 1 |. Calculer NP pour p € N.
0

oS O O
o O =

4. Montrer que
nr-1)

P T L 5 NV*.

5. Conclure.

Exercice 102

Soit (un)nen la suite définie par ug € R et pour tout n € N, uyq1 = upe™

1. Compléter la fonction Python ci-dessous de sorte qu’elle renvoie uy,

def suite u(n):

return

2. Montrer que pour tout entier naturel n, u, > 0.
3. Etudier le sens de variation et la convergence de la suite (uy,)nen ainsi que sa limite.
4. On pose pour tout entier n, v, = In(uy,).
Calculer v,41 en fonction de v, puis montrer que pour tout n € N, ) uy =
Vo — Un+1

5. En déduire que la série ), - o uy, diverge.

Exercice 103

Ecrire un programme permettant de calculer le terme u,, ot la suite (u,) est définie, pour

tout n € N, par

7 3
u =0, w1 =2, et uUpyo= §Un+1 — 5“"

(Ecrire un programme permettant de) Représenter graphiquement les 50 premiers termes
de la suite (u,/3"). Déterminer ensuite l’expression du terme général de (uy).
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Exercice 104

On étudie ici la suite (Hy,) de terme général

3

H, =
k=1

| =

1. Etablir que pour ¢t > —1, In(1+t) < t et en déduire

¢
In(l+4) > ——.
n(l+4) > 77

2. Montrer que pour tout n € N*,
In(n+1) < H, < In(n) + 1.

En déduire un équivalent de (H,,).

3. Montrer que la suite (uy)n, = (H, — Inn), est convergente.

Exercice 105

Montrer que
lim

° 1
P pn—
n—+00 — k‘(k‘ + 1)

(On essaiera de faire apparaitre une somme télescopique.)

Exercice 106

Montrer la convergence et calculer la somme des séries ci-dessous

_ n 4+ 1)2(=2)"+2 5 1 1
0 LR @ ()

n=0 n>1

Exercice 107

Justifier la convergence des séries suivantes et calculer leur somme.
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: n(n—1) ¥ 2" n?+n
(i) (i) > . (i)
= o 7120(n—i—l). 7230 n!

Exercice 108
Calculer les sommes suivantes
O X @ Y weda @ Y -l @ Y (V)

1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n 0<i<j<n

’L’ n n n n
.2 . .. .k it

v +7)°, vl —, vig In(2"), V18 —1)"
O 3 G ) Y e () Y W), (i) 33 ()

1<,5<n 1<,5<n k=11=1 =1 j=1
(et en admettant la convergence)

—+o0 +o00 Z.j
(i) 2D i
i=0 j=0
Exercice 109
Etudier la convergence des séries Y u,, suivantes :
n n n
1. u, = _(=)"+n _ 1
3" +nt
2. u, = ne_\/ﬁ 4. Un = 5n _ 9n 6. u, = ann!7 ac R-‘r

Exercice 110

Justifier la convergence et calculer, en cas de convergence, la somme des séries > u,

suivantes :
1 2 1
1. u, = - — 4+
vn—1 v/n Vn+1
n+1
2. up =
n!
2
-2
3. un:n '
n!

50
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Exercice 111

Etudier la convergence des séries » | u, suivantes :

@ s

9w — vn In(n? + 3)y/27 + 1
. n— 9 4. Up =

Exercice 112

Montrer que
In(n!) ~ nlnn.

(On pourra écrire In(n!) sous forme d’une somme.)

Exercice 113

Montrer que

z”: ! ~ In(lnn).

i

[\
)
=
5
e

Exercice 114

Soit o € R.

n
1
1. Pour a < 1, déterminer un équivalent de S,, = Z T
k=1

n
1
2. Pour a = 1, déterminer un équivalent de S,, = Z e

k=1
“+00
. . L 1
3. Pour a > 1, déterminer un équivalent de R,, = Z T
k=n+1

Inn
5 Un = In(e” — 1)
6. u, = (l)H%
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Exercice 115

u? +1
5
1. (a) Démontrer que (uy) converge vers une limite [ et préciser un encadrement de .

Considérons la suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout n € N, up41 =

(b) Déterminer ensuite la valeur de [.

2. (a) Ecrire une fonction Python qui prend en argument d’entrée un entier naturel n
et renvoie la valeur de u,,.

(b) En déduire un programme, rédigé en Python, qui permet de déterminer et
d’afficher la plus petite valeur de n pour laquelle 0 < 1 — u,, < 103,

3. On définit maintenant la suite (v,) par : Vn € N, v, = 1 — u,.
(a) Soit n € N*. Simplifier I’expression Zz;é (g — Vgt1)-
(b) Pour tout entier naturel k, exprimer vy — vi41 en fonction de wvg.

(c) Montrer alors que la série > v2 est convergente et donner la valeur de sa somme.
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15 Intégration

15.1 Intégration sur un segment
Exercice 116

Déterminer les primitives sur R de la fonction ¢ € R — (2 + 1)ef, puis celle qui s’annule
en 0.

Exercice 117

Calculer, avec un changement de variable, les intégrales

41Vt
Vit

2 dQt
L 3t—1

(i) (w=3t—1), m)ﬁ dt, (u=1—- i),

n(2) 2 . Aln
(#i1) /0 T exdx, (u=1+¢€"), (iv) /1 lit)dt’ (u = In(t)).

Exercice 118

Soit f : R — R une fonction continue. On suppose que f est impaire. Soit A > 0. Via le
changement de variable ¢ = —x, montrer que

[jf@ﬁzz&

Exercice 119

Soit f : R — R une fonction continue. On suppose que f est paire. Soit A > 0. Via le
changement de variable t = —x, montrer que

[:f@mh::AAfumx

/if@mm:2AAﬂ@m;

En déduire que
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Exercice 120

Montrer que

1 1 n
lim t"dt =0, et lim

dt =0

Exercice 121

Pour n € N, on définit :

()

1
I, :/ 2" In(1 + x)dx
0

Calculer la dérivée de la fonction g : ¢ — (z+ 1) In(z + 1) — .
Calculer Ij.
Montrer que I, > 0 pour tout n € N.
Etablir que la suite (I,,) est décroissante.
En déduire que la suite (I,,) est convergente.
Justifier 'égalité : " In(1 + x) < 2™ pour tout x € [0, 1].
1

En déduire que, pour tout n € N I, < —.
n+1

Calculer limy,—, 4o Iy

En utilisant une intégration par parties, montrer que :

12 1 1 ,..n+1
VneN I, = — /x dz
0

n+l n+1/)y 1+

Montrer que

1 ,..n+1
og/ T g <
o 1+x n+2

et en déduire un encadrement de I,.

En déduire lim,—, o nljy

Exercice 122

Soit = € [0; 1] fixé.
1. Montrer que, pour tout n € N*,

n D x tn
m:—ln(l—m)—/ dt.
=1 P 0 1—1t
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2. Montrer que

T n

lim dt = 0.
n—-+o0o 0 —
3. Conclure.
Exercice 123
1. Montrer que
1 1 n
lim t"dt =0, et lim dt =0
n—+oo [ n—too fo 1+t

2. Soit (fn)n une suite de fonctions continues sur R. On suppose que pour tout
x € R, la suite (f,(x)), converge vers un réel f(z) (on dit que la suite de fonc-

1
tions (fn)nen converge simplement vers f). A-t-on toujours lim / fo(x)dz =
n—00
0

/1 lim f,(z)dx?

O n—oo
Indication : on pourra considérer la suite de fonctions f, : R — R définie pour

n = 1 par

Osiz <0
Ve eR, folz)=<X2n—-2n%2si0 <2< 1/n

o1
Osi~ <z

Exercice 124

A T'aide d’intégrations par parties, déterminer une primitive de x — In(z) sur R%. En

déduire la valeur de / Inz = dz.
1
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15.2 Intégrales impropres

Exercice 125

On pose pour n € N,
+oc0 5
I, = / e " dx.
0

1. Montrer que pour tout n € N, I, est une intégrale convergente.

2. Montrer que pour tout n € N|

n—+1

In+2 - ?In'

3. On donne Iy = @ Déterminer une expression de I, en fonction de n (on pourra
distinguer les cas n pair et n impair).

Exercice 126

Déterminer la nature des intégrales suivantes.

+oo 1 +00 —Vt +00
(i) / ——dt. (i) te ™ D) / #1/34t.
0 e’ + 1 0 1 + t2 1

Exercice 127

Montrer la convergence et calculer la valeur des intégrales suivantes :

Feo oo oo tIn(t
(i) / Betdt; (i4) / S D) / _tnft) g,
0 1 t 0

241 (t? +1)2

Exercice 128

Soit
f: [2,400] — R

r — Vrt+ 2 4+1— V3 +ax
ol a € R.

1. Déterminer un développement limité a 'ordre 2 de f(z) en 4+00. On rappelle que
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pour o € R*
(a—1)

(8]
1+h)® = 1+ah h? h2).
(+)h_>0+a+ 5 + o(h?)

+oo
2. Pour quelle valeur de a l'intégrale / f(x)dz converge-t-elle ?
2

Exercice 129

Déterminer la nature des intégrales suivantes. Les calculer en cas de convergence.
+oo ., —22/5 too gt +oo dt
xe ..
1 dz, (4 / , 111 / .
(4) /0 5 (i) 3 tln(t) (i23) 9 2vt-—1

Exercice 130

On considére un entier naturel n.

In(¢))” 1
1. (a) Justifier que l'on a : (Int)) = o < >
t—+o0

t3 2
oo (In(t)"

7.

b) En déduire la convergence de l'intégrale I, := /
1

Calculer Ij.

(
2. (a
b) Trouver une relation entrer 1,41 et I,,.
+

n!
2n+1'

)
)
)
)

(¢) En déduire que pour tout n € N, I,, =
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16 Equations différentielles

16.1 EDOs linéaires d’ordre 1 et 2

Exercice 131
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

(1) y" =4y =0 (i) y" =2y +y =0 (i11) 2y" — 8y’ =3y =0
Exercice 132

Résoudre les problémes de Cauchy suivant :

() (i) (dii)
y' =3y +2y=0, y' —4y +4y =0, y' —2y =0,
y(0) =1, y(0) = 2, y(0) =0,
y'(0) = 0. y'(0) = 1. y'(0) =

Exercice 133

On veut résoudre sur R ’équation différentielle
y =2y + €, t € R.

1. Résoudre I’équation homogéne associée.

2. Vérifier que la fonction t € R — —e! est une solution particuliére de ’équation
différentielle.

3. Conclure.

16.2 Systémes différentiels linéaires

Exercice 134

On considére le systéme différentiel

¥ =3r—y
y=z+y
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1. (a) Déterminer une matrice A telle que le systéme soit équivalent & X'(t) = AX (¢).
Déterminer le spectre de A.

(b) Montrer que A n’est pas diagonalisable.

2 1

2. (a) On pose P = (2 1

). Montrer que P est inversible et déterminer P~1.

(b) Prouver que P~'AP est une matrice triangulaire T' que ’on explicitera.
3. Onnote Y = P~1X.

(a) En notant Y = Z, prouver que Y/ = P71X’.

(b) En déduire que X' = AX <= Y' =TY.
4. (a) Résoudre l'équation différentielle v' = 2v.
(b)
)

(¢) Conclure.

En déduire les solutions du systéme Y/ = TY .

Exercice 135

On considére le systéme différentiel

¥ =3r—y
y=x+y

1. (a) Déterminer une matrice A telle que le systéme soit équivalent & X'(t) = AX (t).
Déterminer le spectre de A.

(b) Montrer que A n’est pas diagonalisable.

2 1

2. (a) On pose P = <2 1

>. Montrer que P est inversible et déterminer P~
(b) Prouver que P~'AP est une matrice triangulaire 7' que 1’on explicitera.
3. Onnote Y = P7'X.
(a) En notant Y = Z’ prouver que Y/ = P71X’.
(b) En déduire que X' = AX <= Y'=TY.
4. (a) Résoudre 'équation différentielle v' = 2wv.
(b) En déduire les solutions du systéme Y’ =TY.

(c) Conclure.
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16 EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 136

On considére le systéme différentiel

¥=y+z
Yy =—x+2y+=z
Z=x+z
x
1. On note X = [ y |. Expliciter une matrice A € M3(R) telle que X' = AX.
z

2. Montrer que X3 — 3X2 +2X = 0. En déduire le spectre de A.
3. Diagonaliser A.

4. En déduire les solutions du systéme différentiel.

Exercice 137

On considére le systéme différentiel
2’ =4z + 6y

y = —3x — b5y
2= —3x — 6y — 5z

x
1. On note X = [ y |. Expliciter une matrice A € M3(R) telle que X' = AX.
z

2. Montrer que A3 + 642 + 34 — 10I = 0. En déduire le spectre de A. On pourra
remarquer que —5 est une racine du polynéme X3 + 6X?2 + 3X — 10.

3. Diagonaliser A.

4. En déduire les solutions du systéme différentiel.

Exercice 138

On considére le systéme différentiel

' =x+52
Y =20+2y—=z
Z =3z 43z
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x
1. On note X = [ y |. Expliciter une matrice A € M3(R) telle que X' = AX.
z

2. Montrer que A3 — 642 — 4A + 241 = 0. En déduire le spectre de A. On pourra
remarquer que 6 est une racine du polynéme X3 — 6X? — 4X + 24.

3. Diagonaliser A.

4. En déduire les solutions du systéme différentiel.

Exercice 139

On considére le systéme différentiel
r_
r=2y—=z

Yy =3x—2y
Z==2x+2y+z

x
1. On note X = [ y |. Expliciter une matrice A € M3(R) telle que X' = AX.
z

2. Montrer que A% + A% — 10A + 8] = 0. En déduire le spectre de A. On pourra
remarquer que —4 est une racine du polynéme X3 + X? — 10X + 8.

3. Diagonaliser A.

4. En déduire les solutions du systéme différentiel.
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17 FONCTIONS DE DEUX VARIABLES REELLES, EXTREMA

17 Fonctions de deux variables réelles, extrema

Exercice 140

1. Rappeler I'énoncé du théoréme de Schwarz pour une fonction f : R? — R.

2. On pose
f: R? — R
2 .2 .
(1‘ y) — xyi?.l,.?j? Sl (x7y) 7é (070)7
’ 0 sinon.

(a) En utilisant le fait que |z|,|y| < /22 + y2, montrer que f est continue sur R2.

(b) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.

(c) Calculer, si elles existent, les dérivées partielles d’ordre 2 0;2f(0,0) et
82,1f(07 0)

(d) f est-elle de classe C? sur R??

Exercice 141

On pose
f: RZ — R
(r,y) = " Y(2® —2¢%).

Déterminer les points critiques de f ainsi que leur nature.
Indication : on pourra se rappeler que si A € Ma(R) a pour spectre {1, A2} alors
Tr A= X + Xy et det A = A\ )o.

Exercice 142

On pose
f: R? — R
(z,y) +— (z—1)2+ 2%
Déterminer les points critiques de f ainsi que leur nature.

Indication : on pourra se rappeler que si A € Ms(R) a pour spectre {\1, A2} alors
Tr A= X + X et det A = A\ \s.
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Exercice 143

On pose
f: R? — R
(z,y) +— 223 — 62y + 39>
Déterminer les points critiques de f ainsi que leur nature.

Indication : on pourra se rappeler que si A € Ms(R) a pour spectre {A\1, A2} alors
Tr A=A+ Xy et det A = A\ s,

Exercice 144

On pose
f: R? — R
(x, y) — 22+ y3e$.
Justifier que f est de classe C? sur R2.
Calculer le gradient de f.

Déterminer 'unique point critique de f, en déduire un éventuel extremum.

- W e

Calculer la Hessienne de f, ainsi que ses valeurs propres. Peut-on conclure quand
a la nature du point critique ?

5. Montrer que le point critique n’est en réalité pas un extremum local.
Indication : considérer ¢t — f(0,1t).

Exercice 145

On pose

f R? — R
(x, y) —  ye® 4 zel.
1. Justifier que f est de classe C? sur R2.
2. Calculer le gradient et la hessienne de f en tout point.

3. Montrer que (., y.) € R? est un point critique de f si et seulement si

yeere +e¥e =0
zreye = 1.

4. Soit (x¢,y.) un point critique de f.
(a) Montrer que z, y. < 0.
(b) On pose g :t € R* — t+ e!~ /. Dresser le tableau de variation de g.
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17 FONCTIONS DE DEUX VARIABLES REELLES, EXTREMA

(c) Montrer que ’équation ¢(t) = 0 d’inconnue ¢ € R* admet une unique solution.
(d) Montrer que f admet un unique point critique. Quel est-il 7

5. Déterminer la nature de ce point critique.

Exercice 146

On pose
f: RxR: — R
(z.y) > y(z®+ (Iny)?).

Déterminer les points critiques de f ainsi que leur nature.

Exercice 147

On pose
f: RZ — R
(z,y) — aly+ay.

Déterminer les points critiques de f ainsi que leur nature.
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